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Mais um pouco de estatistica

Ajustes de fungoes e o
método dos minimos
quadrados



Problema basico

e |Imagine um conjunto de
dados

{xi’yi’ai}
 E uma funcao
y=fx,a)
e Onde o vetor a
corresponde ao conjunto

de parametros desta
funcao.

e Qual o vetor a que
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conjunto de dados!



Vamos dar um passo para tras

e Imagine um conjunto de medidas realizadas y,
com valores verdadeiros u, cujas fungoes
densidade de probabilidade sao:

H(xiﬂui)

* Os valores verdadeiros podem ser fungao de
outra grandeza, x;, ou seja:

U = f(Xi,C_i)

e Onde os elementos do vetor a sao os
parametros desta fungao



Metodo da maxima verossimilhanca

*» Podemos definir uma funcao batizada de
verossimilhanca como sendo:

L= HH(yl-,M,-) = HH(y,-,f(x,-ﬁ))

 Esta fungao nao pode ser obtida pois nao
conhecemos o vetor a.

* O método da maxima verossimilhanca consiste
em encontrar o vetor a de tal forma que L seja
maxima.



Metodo da maxima verossimilhanca

* Em geral (vai ficar claro porque) trabalha-
se com o logaritmo de L

L—InL

e Que deve ser maximizado de modo a
encontrar o vetor a.



O Metodo dos minimos quadrados

e Vamos assumir que as medidas y; tenham
distribuicoes gaussianas de tal modo que:

1 2 O
H(yiuui)= € |
O~N2m

_\2
1 (x—f(xi,a))

* A fungao de verossimilhanga vale (para N
medidas)

2
l(yi—f<xi,a>)
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O Metodo dos minimos quadrados

e Entao:

L) Io(n-fe.d)
1“L=21“(m0.)‘52( o )

l l

e Lembrando da definicao de X?, temos:

InL = canst—le

2



O Metodo dos minimos quadrados

e Deste modo, para L ser maxima

_ 1o - f(x;,d)
In L = const 2X X? E( )

e O X2, deve ser minimo. Encontrar o vetor a que
torna o X? minimo é resolver um sistema de
equagoes que parte de

2
dX

— =0
daj



Exemplo: f(x,.d)=ax

e Resolvendo o

problema
2
x2 = N[ 2T
305
xiyi
dx’ E o’

da x;
2o

* Que tem solucao
unica
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Exemplo: f(x,,a)=ax

e Resolvendo o

problema
2
X2 = Yi —ax;
e
xiyi
dx’ E o’
=0=>a=——-

: 24

* Que tem solucao
unica

Minimo bem
evidente no Chi2
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Fungoes lineares nos parametros

* No caso de fungoes lineares nos parametros
fx,a) = a,g,(x)
k

e Onde g,(x) pode ser uma funcao qualquer,
desde que nao contenha nenhum parametro a
ser ajustado

* Neste caso o MMQ tem resolucao analitica
fechada

> Ver, por exemplo, Fundamentos da Teoria de Erros, ].
H.Vuolo para formula geral



E funcoes nao lineares nos
parametros!

» Sao aquelas onde os parametros aparecem
dentro de expressoes nao lineares, por exemplo

f(x,d)=a,sin(a,x+a,)

e Em geral nao da para resolver analiticamente as
expressoes de minimizagao do X°.

o Utilizam-se métodos numericos para isto



Tipico metodo de ajuste de fungoes
nao lineares

e Em geral utiliza-se algoritmos baseados em gradiente

=l 5y
---»0-»-




Exemplo:  f(x,a)=sin(ax)

e Quem nunca se .-
deparou com o Lof
problema ao lado? :

. ~ J4 ().5—
> O ajuste nao € bom

0.0

e Chute inicial para |

a=>2 03]

° Mas o método nao | _

encontrou um
minimo de X*?

> Encontrou sim, e dai?




Exemplo:  f(x,a)=sin(ax)

* Funcoes nao lineares
podem gerar fungao
de X? com minimos
locais

> Dependendo do chute
inicial acabamos
caindo em um destes
minimos

e Estamos interessados
no minimo global
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Exemplo:  f(x,a)=sin(ax)

¢ O chute inicial

torna-se muito of
importante no _
ajuste de funcoes ot

nao lineares

0.0

o Chute inicial para 5|
a=0.38 |

-1.0

e Encontramos o
minimo geral



Algumas consideragoes

» Método de maxima verossimilhanca

> Maximiza-se a probabilidade com base das densidades
de probabilidade dos pontos

> Se forem gaussianos e independentes = maxima
verossimilhanca resulta em achar o minimo de X?

(MMQ)

e Ajustes de MMQ com fungoes nao lineares
podem ser delicados
o Chute inicial dos parametros € importante

o E as incertezas nos parametros ajustados > proxima
semana



Leitura recomendada

e Tratamento Estatistico de Dados em Fisica

Experimental, capitulo V, O. Helene e V.Vanin. Ed. Edgard
Blucher.

e Fundamentos da Teoria de Erros, capitulo 10, J. H.Vuolo.
Ed. Edgard Blucher.
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Experiéncia 2 — 5 semanas (4+1)

o Estudar o movimento de uma particula em
um campo eletromagnético

> O Seletor de velocidades do tipo filtro de
Wien
Configuracao especial de campo EM

Estudo das propriedades e caracteristicas deste
filtro

Como as caracteristicas experimentais influenciam
o funcionamento do filtro?

Como contornar as limitacdes experimentiais e
como tratar um sistema nao ideal do ponto de vista
tedrico?



Nosso acelerador de particulas

ampo magnético

* TRC

° Produz feixe de
elétrons acelerados
e propicia campo
elétrico

o Tela é o detector de
particulas

e Bobinas

o Campo magnético



Metodologia a ser adotada

* |solar o campo elétrico e entender como é o movimento de
particulas dentro deste campo elétrico?

> Podemos descrever o movimento destas particulas teoricamente? Quais os
compromissos adotados e as limitacOes tedricas e experimentais?

e |solar o campo magnético e estudar como € o movimento destas
particulas dentro deste campo magnético?

o Podemos descrever este movimento teoricamente?

e Apos entender cada fendmeno separadamente fica mais facil
entender o problema completo
o Ligar, simultaneamente, os campos elétrico e magnético

o Quais as grandezas que devemos observar para comparar com previsoes
tedricas

o Quais as limitacdes tedricas e experimentais?



Revendo uns pontos da semana
passada

e Problema real

> Efeitos de borda, campo nao uniforme

e Tentativa teOrica h

> Solugao do problema ideal

o Podemos descrever o movimento

destas particulas supondo um campo

ideal?

v



Quem é a constante 4?

e Ou seja

L,(L
A'=—L|=—L+D
2d(2 PS)

* Experimentalmente, medimos o valor da
constante 4.

 Ela nao depende do tipo de particula que passa
pelo TRC. Depende apenas de como ele foi
construido



Quem é a constante 4?

e Ou seja

L,(L
A’= P P+D
2d(2 PS)

e Contudo, quais sao as dimensoes das placas
equivalentes (L), distancia entre elas (d) e a
distancia a tela (Dpy)?

e Tenho trés variaveis e apenas uma medida.
Como eu resolvo esta ambiguidade?



Desfazendo a ambiguidade

* Para desfazer a ambiguidade precisamos
de trés equagoes:
> Equagao para A’
Relaciona A’ com L, d e Dpg.

o Distancia placa a tela
Define L, + Dpg

* Falta ainda uma equacao para resolver o
problema.



Quemel,ed!

* Vamos lembrar alguns conceitos sobre
movimento, em especial impulso de uma forga

I=Ap = [F(nat
0

* No nosso caso ideal, a forca é constante com
modulo dado por gFE. Nesta situagao:

Lp.

4 4
[ = | F(t)dt = | gEdt = gEt =gE
{ { ! Vo

X



Quemel,ed!

e Lembrando que o deslocamento na tela do TRC

vale:
EL_ (L
h=4 ZP( P+DPS)
mv, \ 2

» E sabendo que o impulso, na diregao y, tem
modulo gEL /v, , e sabendo que o momento
inicial da particula vale p = mv, , temos:

h = i(i + DPS) = CteA—p
p\ 2 p



Quemel,ed!

* Ou seja, o deslocamento esta diretamente
relacionado ao impulso fornecido pelo campo
elétrico

h=Cte%

P

e Podemos utilizar esta informagao para fazer uma
escolha educada para o comprimento efetivo das
placas.

> Onde se da o impulso que altera o deslocamento da particula?



Quem é LP (S d? Ou seja, o impulso se da

na regiao que o campo

atua mais intensamente

e No caso ideal temos
que:




IMPORTANTE!

E (u.a.)

Quem é LP (S d? Usar o campo

simulado

e Calculando o impulso acumulado

f(x)=jl3(t)dt=jz dx =L fde ctefde
0 0
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Assim...

* Para desfazer a ambiguidade precisamos
de trés equagoes:
> Equagao para A’
Relaciona A’ com L, d e Dpg.

o Distancia placa a tela
Define L, + Dpg

° Impulso acumulado

estabelece L,



Objetivos desta semana

e Estudar o movimento de particulas no
campo magnético

e Tentar modelar este movimento a partir
de hipoteses simples

» Tentar entender melhor o movimento a
partir de uma simulacao realista das
linhas de campo magnético no nosso
arranjo



O nosso seletor
de velocidades

e Tubo de raios
catodicos para a
parte de campo
elétrico

e Duas bobinas em
serie para fazer o
campo magnetico




O seletor de velocidades ideal

e Equipamento composto de um campo elétrico e
magneético cruzados (perpendiculares), uniformes,
contantes e superpostos

& @Y
:
b o ® BB
‘Bl o o B

Campo (u.a.)




O seletor de velocidades real

- » Campos nao ficam contidos na regido das placas e
das bobinas




Estudo do campo eletrico

» Medidas experimentais indicaram que, dentro da
precisao experimental, podemos aproximar o campo
para uma configuracao ideal

LV (Lo o g
2dV, .\ 2 "
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Tenséo entre as placas (V)

* Podemos fazer o mesmo para o campo magnetico!



Modelo para o campo magnetico

e Campo uniforme e constante entre as bobinas e nulo fora
das bobinas
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Movimento de uma particula neste campo
‘idealizado

e Campo uniforme e constante entre as bobinas e nulo
fora das bobinas

Movimento circular
no interior das

2
R ] — o o e M R R R M R M M M R R R e e e

A

»

L Anteparo



Movimento de uma particula neste campo
idealizado

e Raio da trajetoria pode ser facilmente calculado

e Qual e o deslocamento H na tela

R = "o do TRC?
qB e Temos que usar geometria

Y

B

-
x)

4

>

L Anteparo



e Com um pouco de geometria e

* Se o deslocamento / for pequeno,
comparado a H, podemos aproximar o arco
de circunferéncia por uma reta e fazer regra
da trés para determinar H

heHZE j> R ~ Lot

¥ ©ove &
N ® ® ®
& q 4
< LB >

L Anteparo



e Lembrando que PR —

my,.

L,L

B

2H

my,.

qB

H=

qL,L

B

2my,,
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e Como o campo deve ser proporcional a corrente

| R
5 mVOx = qVAC
q l l
—L,Lp =C
2m V. V..
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IMPORTANTE!

Objetivos da semana

e Testar a aproximagao teorica de campo constante, ou seja,
testar que:

l
Wie

> H depende linearmente da corrente

H=C

> H depende do inverso da raiz da tensao de aceleracgao

o Dedugao completa desta relagao no final destas notas de
aula para quem quiser se aprofundar

e Obter a constante C e, a partir de simulagoes, determinar
p e o comprimento efetivo da bobina ( Ly ).



Estudos a serem feitos

» Dependéncia de H em fungao da corrente com ajuste
apropriado segundo modelo teorico

* Dependencia de H em fungao da tensao de aceleracgao
com ajuste e escala apropriada segundo o modelo teorico

e Obter a constante C

e Determinar o comprimento efetivo da bobina ( L; )
atraves de simulacoes

° Impulso da for¢a magnética

e Determinar a constante 3.



Cuidados experimentais

e Alinhar com B local

* Definir o zero
quando a corrente
nas bobinas eV
entre as placas for
nula

o Lembre-se que H é a
distancia em relagao
ao ponto que NAO
ha influéncia das
bobinas.




Cuidados experimentais

e Alinhar as bobinas
l com as placas de
‘ deslocamento do

> Lembre-se que os
campos elétrico e
magneético atuam
simultaneamente

e As bobinas nao sao
quadradas!

o Cuidado com a
montagem!

e Anote os numeros
das bobinas utilizadas!



Deducao completa do modelo
de campo magnetico



Movimento de uma particula neste campo
idealizado

e Campo uniforme e constante entre as bobinas e nulo
fora das bobinas

4
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Movimento de uma particula neste campo
idealizado

e Vamos resolver o movimento dentro da bobina

A n
, L
F=qvxB fl> Y fl> V=vi+v j+vk
. B=B
o N
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Movimento de uma particula neste campo
idealizado

e Vamos resolver o movimento dentro da bobina

l

F’=qv

J

4

\X

=

v &

F = —c]BvZ
FZ =qgBv

riv = —V
qB J dt * :
m d

—V, =0V,

L dt




Movimento de uma particula neste campo
idealizado

e Vamos resolver o movimento dentro da bobina

d d’ d
—V,=-wv, vV, =—W—V,
dt $ dl‘z dt 2 ,
—V, = - V.
iv = a)v iv = (VV dtz
dl_ dl_ Z X
e Y
/’ A
® ® @B ~_

(4
<
@
&9

v, =V, cos(wr)

1 d .
Vo= —— v, =V, sin(wt)
Z X Z Ox
L, w dt

&)
®
)
Vi
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Movimento de uma particula neste campo
idealizado

e Vamos resolver o movimento dentro da bobina

v, =V, cos(wr)

v, =v,, sin(wr)

Qual ¢ a trajetoria descrita por estas

equacgoes!?

Vamos calcular, como se nao

soubesse a resposta, a grandeza
z2 + x?




/
4

Movimento de uma particula neste campo
idealizado

e Vamos resolver o movimento dentro da bobina

Equagao de uma
circunferencia de

O resultado e bastante intuitivo!

Sendo a forga magnetica
perpendicular a velocidade ela ¢
centripeta e a trajetoria é “circular”




Movimento de uma particula neste campo
idealizado

e Trajetoria circular na regiao do campo magnético

e Qual e o deslocamento H na tela

R = "o do TRC?
qB e Temos que usar geometria

Y

B

-
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4

>

L Anteparo



e Vamos tomar o triangulo azul ao lado

. L -
sinf = —=2 COSQ=R_h
R R

» Sabendo que: sin” @ + COS2 0=1

L, +(R-h)

R’ 1
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e Ou seja

L, +(R-h)y L,+R -2Rh+h’

RZ

e Que resulta em:

L, -2Rh+h* =0
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* Se o deslocamento / for pequeno, comparado a H,
podemos aproximar o arco de circunferéncia por
uma reta e fazer regra da trés para determinar H

¥ ©ove &
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e Substituindo

L,L
2H

 ®ve ®&
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h=H-2 em R-=

L h+ L,

L 2h

2
1+( RzLBL
2H

pequeno

Anteparo



e Lembrando que PR —

my,.

L,L

B

2H

my,.

qB

H=

qL,L

B

2my,,
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* E que:

» Mas nés vimos, dos dados,que B = f3i

y)
—my,, = qV
7 0 AC
1 | ¢ l l
H=— _LBL[)’ = C
2 \2m Ve V..
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